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Resume. Nous poursuivons I'etude faite par G. Castelnuovo en 1892 au su- 
jet du groupe des transformations birationnelles du plan complexc qui fixent 
points par points une courbe de genre > 1 ; nous nous servons comme lui des 
systemes lineaires adjoints de la courbe fixe. 

Nous demontrons que ces groupes sont abeliens, et qu'ils sont soit finis, 
d'ordre 2 ou 3, soit conjugues a un sous-groupe du groupe de de Jonquieres. 
Nous montrons egalement que ces resultats ne se generalisent pas aux courbes 
de genre < 1. 

MOTS-OLES. transformations de Cremona, transformations birationnelles, courbes 
fixes, courbes de genre superieur, systemes lineaires adjoints, transformations 
de de Jonquieres. 

Abstract. We continue the study of G. Castelnuovo on the group of birational 
transformation of the complex plane that fix each point of a curve of genus 
> 1 ; we use adjoint linear system of the curve as Castelnuovo does. 

We prove that these groups are abelian, and that these are either finite, of 
order 2 or 3, or conjuguate to a subgroup of the de Jonquieres group. We show 
also that these results do not generalise to curves of genus < 1 . 
Keywords. Cremona transformations, birational transformations, fixed curves, 
curves of big genus, adjoint linear system, de Jonquieres transformations. 

Mathematical subject classification. 14E07, 14J26, 14H50. 



1. Introduction 

On designe par = le plan projectif sur le corps C des nombres com- 
plexes ; une transformation de Cremona de est une application birationnelle 

P^ ^ p2 et on dit qu'une telle transformation est de de Jonquieres si elle 

preserve un pinceau de droites. L'ensemble des transformations de Cremona forme 
un groupe, appele groupe de Cremona. 

L'origine de ce travail est I'envie de comprendre le tres beau theoreme de G. 
Castelnuovo [Cas] : 

Se una transformazione Cremoniana fra due piani sovrapposti muta in se stesso 
ciascun punto di una curva irreduttibile C di genere superiore ad 1, la transforma- 
zione e riduttibile al tipo Jonquieres, oppure e ciclica di 2°, 3° o 4° gradqj. 

II afBrme en particulier : une transformation de Cremona d'ordre infini qui fixe 
points par points une courbe irreductible de genre (geometrique) > 1 est conjuguee 
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"^Traduction litterale : Si une transformation Cremonienne entre deux plans superposes envoie 
sur eux-memes chaque point d'une courbe irreductible C de genre superieur a 1, la transformation 
ou bien est reductible au type Jonquieres, ou alors est cyclique du 2°, 3° ou 4° degre. 
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a une transformation dc dc Jonquieres. C'est ce resultat qui est peut-etre le plus 
interessant puisquc on n'a que peu de prise sur les transformations d'ordre infini. 

Dans cette note nous demontrons une version un peu plus precise du theoreme 
de Castelnuovo : 

Theoreme 1.1. Soit F '.f"^ ^ une transformation de Cremona differente 

de I'identite qui fixe points par points une courhe irreductible de genre > 1. Alors 
F est conjuguee d une transformation de de Jonquieres on bien F est d'ordre 2 ou 
3. De plus, dans le premier cas, si F est d'ordre fini, c'est une involution. 

Rappelons les exemples suivants. 

Exemples 1.2. f fmld) . [CHd) . [CHHj . [S^ . p[B^ . [dFte) . [Hi]) 

a) Les involutions de Geiser fixent une courbe non hyperelliptique de genre 3. 

b) Les involutions de Bertini fixent une courbe non hyperelliptique de genre 4 a 
modele lisse sur un cone quadratique. 

c) Les involutions de de Jonquieres fixent une courbe hyperelliptique. 

Exemple 1.3. ( |dFej . |DoIs| . [Blap . Dans I'espace projectif a poids P(3, 1, 1,2) considerons 
une surface hsse S d'equation w"^ = + Fq{x, y) ou Fq est homogene de degre 6 : 
c'est un type particulier de surfaces de Del Pezzo de degre 1. La restriction de 
{w : X : y : z) ^ {w : X : y : ujz), oh uj ^ 1 est une racine cubique de I'unite, 
definit un automorphisme de S d'ordre 3 dont I'ensemble des points fixes contient 
une courbe irreductible de genre 2. 

Void encore un autre type d'exemple. 

Exemple 1.4. Soit h £ C[a;] un polynome de degre 2f/ + 2 sans racines multiples. 
Notons Jh le tore de PGL(2,C(x)) image du sous-groupe 



de GL(2,C(a;)). 

Alors, pour tout A G T^, en designant par a I'image de A dans J/i, I'application 
rationnelle Fa : ^ definie par 



est de de Jonquieres et laisse fixe la courbe hyperelliptique C d'equation {y^ = 
h{x)). Lorsque ai = 0, on retrouve I'exemple 11.2b ). 

On observe que est isomorphe an groupe multiplicatif C(C)* du corps C(C) 
des fonctions rationnelles sur C et done que Jh est isomorphe a C{C)* /C{x)*. 

En fait, les exemples II. 2i [L3l et 11.41 decrivent tons les types de transformations 
etudiees par Castelnuovo, et ceci meme lorsqu'on etend la recherche a des sous- 
groupes du groupe de Cremona, comme I'enonce le theoreme II .51 ci-dessous. 

Si p e P^, on designe par Jonp(P^) le groupe des transformations de de Jonquieres 
en p, c'est-a-dire celles qui stabilisent le pinceau des droites par p. Evidemment, si 
g G P^, le groupe Jonq(P^) est conjugue a Jonp(P^) dans le groupe de Cremona; 
pour alleger on ecrira Jon(P^). 
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Theoreme 1.5. Soit M ^ {id} un sous-groupe du groupe de Cremona de ; 
supposons qu'il existe une courbe irreductible C de genre > 1 qui est laissee fixe 
points par points par tous les elements de M. Alors M est cy clique d'ordre 2 ou 
3 engendre par I 'une des transformations des exemples \1.3[ ou bien M est 
conjugue a un sous-groupe de Jh ( exemple \1.4^ ; en particulier si M est infini, C 
est hyperelliptique et M est abelien conjugue a un sous-groupe de Jon(P^). 

Notre demarche suit exactement celle de Castelnuovo qui consiste a montrer 
qu'il existe un pinceau de courbes rationnelles ou elliptiques qui est laisse fixe par 
la transformation F dans I'enonce du t heor eme l 1.11 (resp . par toute fj, G M dans ll.Sp . 
Ce pinceau est obtenu en construisant les systemes lineaires adjoints successifs de 
la courbe de points fixes de F. Cette methode est egalement decrite dans les livres 
de L. Godeaux [Godl chap. VIII, §2] et de J. L. Coohdge [Cool Book IV, chap. VII, 
§3, Thm. 14]. 

Lorsque M est fini, I'existence de ce pinceau se demontre aussi avec des methodes 
plus modernes. En effet, pour commencer on observe qu'il existe une surface ra- 

tionnelle lisse S et une application birationnelle (p : S ^ telle que (p~^^ip 

est un automorphisme biregulier de S, ceci pour tout /i e A/ ( }dFE| . |DoIsj ) . On 
pent done supposer que M est un sous-groupe d'automorphismes de S et de plus 
qu'on se trouve dans I'une des situations suivantes ( [Isk] . |DoIs) ) : 

1) il existe un fibre en coniques tt : 5' ^ P^ et un homomorphisme 

M Aut(P^), fi^JI 

tel que tt o /i = /J o tt ; 

2) S est une surface de Del Pezzo. 

Dans le premier cas, puisque M fixe une courbe C de genre > 1, on a JI — id 
pour tout G M : autrement dit M fixe un pinceau de courbes rationnelles. 
Dans le second cas, considerons I'application rationnelle anticanonique 

j:s--^ i-^^r 

qui est equivariante. Puisque aucun element du systeme anticanonique ne pent 
contenir C (voir lemme [2.16|) . la courbe 7(C) engendre | — Ks\'^ et par consequent 
M opere trivialement au but, d'oii I'existence d'un pinceau de courbes elliptiques 
laisse fixe par M. 

Par contre, si M est infini, la methode des "adjoints successifs" reste d'actualite. 

Finalement, nous demontrerons a la derniere section f Proposition 14.1]) que les 
theoremes 11.11 et 11.51 ne se generalisent pas aux courbes rationnelles ou elliptiques 
(de genre ou 1). 

2. Systeme adjoint 

On adoptera la convention suivante : toutes les surfaces considerees sont tacite- 
ment supposees projectives lisses, rationnelles et connexes. 

Soit C une courbe irreductible contenue dans la surface X et tt : Y ^ X une 
resolution plongee des singularites de C ; notons C la transformee stride inverse de 
C par TT. Si h° {C -\- Ky) > 1, autrement dit si le systeme lineaire | (7-1-/^^1 n'est pas 
vide ni reduit a un seul diviseur, on note Adj(C) le systeme lineaire 7r*|C-|-i^F| prive 
de ses eventuelles composantes fixes : c'est le systeme adjoint de C. Ce systeme est 
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independant de la resolution choisie : soient en efFet iTi : Yi ^ X (i = 1,2) deux 
resolutions de C ; Considerons alors un diagramme commutatif 

Y 




X 



ou ai {i = 1,2) sont des morphismes birationnels, et notons Ci, C les transformees 

strictcs inverses de C par tt^ et tt,; o Uj respeetivement. Soit maintenant Di G \Ci + 
Ky^ I et supposons pour simplifier que ai est I'eclatement d'un point Oi ; alors le 
transforme total a*Di de Di appartient a \C + niiEi + Ky — Ei\ oii Ei designe la 
fibre exceptionnelle de Ui et mi G {0, 1} la multiplicite de Ci en Oi ; par consequent 
(j*Di + (1 — mi)Ei G |C + Ky \ et done Di G ((7^)* |(7 + Ky\. En decomposant cr, en 
une succession d'eclatements, on dcmontrc ainsi que 

{ai)4C + Ky\ = \Ci + Ky\ 

d'ou resulte 

{ni)4Ci+Ky,\ = {7riai),\C + Ky\ 

= {n2(T2)*\C + Ky\ 
= {Tr2)*\C2 + Ky,\. 

Insistons sur le fait que si h^{C + Ky) < 1, alors le systeme lineaire adjoint de 
C n'existe pas, par definition. En general, lorsqu'on parlera de systeme lineaire, il 
est sous-entendu que celui-ci contient au moins un pinceau, c'est-a-dire un systeme 
lineaire de dimension 1. 

Proposition 2.1. Le systeme adjoint Adj(C) existe si et seulement si g{C) > 1. 
De plus, dans ce cas, I'intersection avec C induit un isomorphisme Adj(C) ~ \Kc\- 

Ici g{C) designe le genre de la normalisation C de C et Kc Timage par n : C ^ C 
d'un diviseur canonique sur C. 

Demonstration. Considerons la suite exacte 

> Oy{-C) > Oy ^ ©5 ^ 

qui, apres tensorisation avec Oy{C + Ky) induit la suite exacte 

• • • H"(y, Ky) ^ HO(r, C + Ky) ^ H"(C, K^) ^ R^Y, Ky) ^ • • • 

(pour simplifier les notations, dans les groupes de cohomologie nous identifions 
les diviseurs a leurs faisceaux associes). Puisque Y est rationnelle les deux termes 
extremes sont reduits a {0}, d'ou le resultat. □ 

Exemple 2.2. Soit C C une courbe irreductible de degre d, avec des singularites 
pi, . . . ,pi, de multiplicites mi, . . . , me > 2 respeetivement > 0). Supposons que 
g{C) > 2 ; observons qu'alors d est au moins egal a 4. 
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a) Si toutes les singularites pi, . . . ,pe sont ordinaircs, une resolution plongee des 
singularites de C est obtenue en prenant pour tt : Y ^V'^ reclatement de pi, . . . ,pe 
dans P^. Alors Adj(C) est le systeme lineaire 

e 



prive de ses composantes fixes, oii L designe I'image inverse par tt d'une droite 
generale et Ei est la courbe exceptionnelle au dessus de pi. C'est le systeme lineaire 
des courbes de degre d — 3 qui passent par pi avec multiplicite to^ — 1 (z = 1 , . . . , ^) , 
prive de ses composantes fixes. 

b) Supposons que C possede des singularites non ordinaires. Toute resolution 
plongee tt de C se factorise a travers Teclatement de pi, . . . ,pg dans P^, mais elle 
pent etre difi^erente de celui-ci. Neanmoins, si la resolution est minimale, Adj(C) 
est un systeme lineaire de la forme 



prive de ses composantes fixes, oii Fij est un diviseur eflectif contracte par tt sur pi 
et aij > 0. 

Remarque 2.3. Comme il suit de I'exemple precedent, lorsque C est une courbe 
plane, le degre des elements de Adj(C) est < deg(C) — 3. 

Exemple 2.4. a) Soit C = Cg+2 C P^ une courbe generale de degre 5 + 2 > 2 avec 
un point singulier ordinaire p de multiplicite g (done g{C) = 5). Si 5 < 1 le systeme 
Adj(C) n'existe pas et si g > 2, il est constitue de {g — 1) droites passant par p. 

b) Si C C P^ est une sextique avec deux points triples ordinaires p et g, alors, 
Adj(C) est obtenu a partir du systeme des cubiques avec point double en p et g en 
suprimant la droite pq qui est une composante fixe : ainsi Adj(C) est le systeme 
lineaire des coniques passant par p et q. 

c) Le systeme lineaire V des cubiques planes passant par un ensemble / de 7 

points en position generale definit une application rationnelle 7 : P^ ^ P^ de 

degre 2, I'involution correspondante a etant une involution de Geiser. Considerons 
I'eclatement tt : X — > P^ de / : alors a' := tt^^cttt est un automorphisme de X 
(c.f. |BaBej ). Puisque le groupe des classes de diviseurs sur X invariants par a' est 
engendre par Kx , la courbe C des points fixes de a est de degre 3d avec multiplicite 
d en les points de /. Par ailleurs, la restriction de 7 a un membre general D de V 
est un revetement double Z? — s- P^ ramifie en 4 points puisque g{D) = 1. Ainsi 
I'intersection fibre de C et I? est constituee de 4 points, d'ou aussitot d = 2 : la 
courbe C des points fixes de I'involution de Geiser est done une sextique avec points 
doubles ordinaires en les 7 points de / et Adj(C) est le systeme lineaire des cubiques 
passant par /. 

d) Le systeme lineaire V des sextiques planes singulieres sur un ensemble J de 8 

points en position generale definit une application rationnelle 7 : P^ >- Q C P'^ 

de degre 2, 011 Q est un cone quadratique, I'involution correspondante etant une 
involution de Bertini a. Comme ci-dessus on observe que la courbe des points fixes 
de a est de degre 3d avec multiplicite d sur J. La restriction de 7 a un membre 
general D de V est un revetement double D ^ P^ ramifie en 6 points puisque 
g{C) = 2 et par consequent d = 3 : la courbe C des points fixes de I'involution de 
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Bertini est une nonique avec points triples en les 8 points de J et Adj(C) est le 
systeme lineaire des sextiques singulieres sur J. 

Soit (/3 : Xi X2 une application birationnelle entre deux surfaces (lisses et 

rationnelles). Si 13 C Xi est une courbe dont aucune composante n'est contractee 
par nous notons ^{D) la transformee stricte directe de D par (p, et, si Ti. est un 
systeme lineaire sur Xi sans composante fixe, ^(7i) designe le systeme lineaire sur 
X2 engendre par les ^(13) ou D € H est un element general de H. Par construction 
(fiiTi) n'a pas de composantes fixes ; il s'appelle le transforms homaloi'dal de Ti. par 
if. On pent aussi le definir via une resolution de I'indetermination de ip 

Y (1) 



oil (Ti, (72 sont des morphismes birationnels : ipiTi.) est le systeme lineaire {a2)*o'lTi. 
prive de ses eventuelles composantes fixes. 

La propriete fondamentale du systeme adjoint est sa "covariance" relativement 
aux transformations de Cremona ; elle joue un role important dans la litterature 
classique lors de I'etude de I'operation du groupe de Cremona dans les systemes 
lineaires de courbes planes f [Godl chap. VIII], [Cool Book IV, chap. VII], IECh| 
Libro quinto Cap.II]). 

Proposition 2.5. Soient (p : Xi X2 une application birationnelle entre 

deux surfaces et Xi D Ci une courbe irreductible telle que g{Ci) > 1. Alors 

^(Adj(Ci)) = Adj(^(Ci)). 



Demonstration. Considerons un triangle commutatif comme dans le diagramme 
(H)) ; sans perdre de generalite, on pent supposer que ai resoud les singularites de 
Ci et done que CT2 resoud celles de ^(Ci). (On observe que de I'hypothese g{Ci) > 1 
suit que i^(Ci) est bien definie). Notons C la transformee stricte inverse de Ci par 
(7i (ou de (p{Ci) par (72). Par definition, a composantes fixes pres, on a 

+ Ky\= Adj(C), {a2).\C + Ky\ = Adj((p(Ci)), 
d'oii suit I'assertion. □ 

Soit 71 un systeme lineaire sur une surface X. Nous noterons a-n '■ X ^ 'W 

I'application rationnelle associee a Ti. Dans le cas ohl-L — Adj(C) on ecrira ac au 
lieu de aAdj(c)- 

Soit X D C une courbe irreductible avec g{C) > 1 ; d'apres la proposition 12.11 
on a le diagramme commutatif 

X ^"^--Adj(C)^ 




y IC 

'C 

oil 7c est "I'application canonique" de C, c'est-a-dire que 7c precedee de la nor- 
malisation C — > C est le morphisme canonique de C 

Le resultat suivant est une consequence directe de la proposition 12.51 
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Corollaire 2.6. Soient Lp : Xi ^ X2 une application birationnelle entre deux 

surfaces et Xi D Ci une courbe irreductible telle que g{Ci) > 1 ; notons C2 — 



LpiCi). Alors, il existe un isomorphisme 4> 
mutatif le diagramme suivant 



Adj(Ci 



Adj(C2)^ qui rend com- 



X2 



7Ci 



C2 



y.C2 



Adj(Ci 



Adj(C2 



□ 



On dit qu'un systeme lineaire sur une surface X est reductihle s'il est compose 
de diviseurs reductibles ; sinon, on dit qu'il est irreductible. 

Proposition 2.7. Soit Tt un systeme lineaire irreductible sur une surface X . Alors 
Adj(i?) ne depend pas du choix de H general dans Tt. 

Demonstration. En efFet, apres un eclatement convenable et une suppression eventuelle 
de composantes fixes, on pent supposer que H est sans points-base ; dans ce cas les 
membres generaux de Ti. sont lisses d'apres le theoreme de Bertini |Har[ Cliap. Ill, 
Cor. 10.9]. □ 

Cette proposition permet de definir le systeme adjoint Adj(7i) d'un systeme 
lineaire irreductible H : il s'agit simplement de Adj(i/) pour H general dans Ti,. 
Le resultat ci-dessous suit immediatement de la proposition 12.51 

Corollaire 2.8. Soit M un groupe de transformations birationnelles de la surface 
X et Ti. un systeme lineaire irreductible sur X . Si Ti. est stable par M (c'est-d-dire 
Ji{H) e Ti pour tout H general dans Ti et jj, € M), alors Adj(H) est aussi stable 
par M . □ 

Dans la terminologie classique, on dit qu'un systeme lineaire C sans composantes 
fixes et reductible est compose avec un pinceau : rappelons ce dont il s'agit. 

Lemme 2.9. Soit C un systeme lineaire sans composantes fixes et reductible. Alors 
il existe un unique pinceau irreductible tel que tout element de C est compose 
d'une somme d'elements de ; I'application ac associee a C se factorise en 



X 



Demonstration. Quitte a remplacer X par un eclate convenable, on pent supposer 
que ac est un morphisme. D'apres le theoreme de Bertini (|Iitj §7.9]), aciX) est 
une courbe. 
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Considerons maintenant la factorisation de Stein de ac 

X 




ac{X) 

ou W est une courbe normale (done lisse) et les fibres de (3 sont connexes ( |Iit[ 
§2.13 et 2.14]) et en general lisses (|Iiti §7.9]). Puisque X est rationnelle, W est 
isomorphe a de sorte que les fibres de /3 constituent le pinceau cherche. □ 

Lemme 2.10. Soit Ti un systeme lineaire irreductihle sur la surface X . Alors tous 
les membres de Ti sont connexes (c'est-d-dire que leurs supports le sont). 

Demonstration. Lorsque dim a'H{X) = 2 le resultat est bien connu : voir [Lazl 
Chap. I. §3.3]. 

Supposons done que a-j-ciX) soit une courbe : par irreductibilite, Ti. est un pinceau 
et alors en utilisant la factorisation de Stein de a^, on voit que les fibres de a-j-c, 
c'est-a-dire les elements de H, sont connexes. □ 

Soit Ti. un systeme lineaire irreductible sur X. On se propose de definir les ad- 
joints successifs de Ti. Supposons done que Adj(?i) existe ; s'il est irreductible 
on pose Adj(H)(^) = Adj(H) et sinon Adj(-W)(i) = Adj(H)^ Ensuite on definit 

Adj(H)(") = Adj (Adj(H)(""i))^^\ Par construction les systemeslineairesAdj(H)(*) 
sont irreductibles. 

Proposition 2.11. Soit Ti un systeme lineaire irreductible sur X. II existe d>0 
tel que Adj(7i)^*-' n'existe pas pour i > d. 

Demonstration. Soit ip : X ^ une application birationncUe. D'apres la pro- 
position [2111 en tenant compte du lemme \TM si Adj(7i)'*'' existe alors 

^(Adj(7^)«)=Adj(^(7^))«, 

ce qui ramene au cas ohX = P^. Mais nous savons (remarque l2.3|) que deg Adj {Ti^^^ < 
deg Ti — 3 lorsque X = F'^, d'oii aussitot le resultat. □ 

Proposition 2.12. Soit M un groupe de transformations birationnelles de X . Sup- 
posons qu 'il existe une courbe irreductible C de genre > 1 telle que J1{C) = C pour 
tout /i G A/. II existe alors un systeme lineaire irreductible Ti sur X , stable par M 
et tel que g{H) < 1 pour tout H general dans Ti. 

Demonstration. Partant de C on construit la suite des adjoints Adj {CY^^ , Adj {CY^^ , 
. . . dont le dernier convient d'apres la proposition [2TlJ □ 

Exemples 2.13. a) Soit C C X une courbe hyperelliptique de genre > 1 constituee 
de points fixes d'un automorphisme tr qui est une involution de de Jonquieres. On 
salt que la paire {X, C) est birationnellement equivalente a (P^, Cg+2), ou Cg+2 est 
une courbe irreductible de degre g -\-2 avec un point singulier ordinaire g-uple (c.f. 
[BaBe] ) . Par consequent Adj(C)*^^-' est un pinceau de courbes rationnelles. 

Considerons maintenant le groupe Mq des transformations birationnelles /i de 
X telles que Ji{C) = C : ce groupe stabilise le pinceau Adj(C)'^"'^' et par consequent 
est conjugue a un sous-groupe de Jon(P^). 
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On peut aussi raisonner directement : quitte a efFectuer une contraction, on pent 
suppose! que {X, a) est minimale ; alors il existe un fibre en coniques r : X ^ 
tel que r o a = r. De plus le sous-groupe des invariants de a dans le groupe de 
Picard de X est de rang 2 engendre par Kx et la classe / d'une fibre de r ; on a 
done C = aKx + bf avec a = — 1 puisque C ■ / = 2 et Kx ■ / = — 2 ; par consequent 
Adj(C)''^-' = I/I et le pinceau cherche n'est rien d'autre que le pinceau associe a r. 

b) Considerons le systeme bi-anticanonique | — 2Ks\ d'une surface de Del Pezzo 
S de degre 1 : un membre general D de ce systeme est de genre 2 et done est 
hyperelliptique ; de plus Adj(| — 2i^s|) = | — Ks\ est un pinceau de courbes dont 
I'element general est de genre 1. 

La theorie des adjoints montre ici que la paire {X, C) de (a), lorsque g = 2, n'est 
pas birationnellement equivalente a la paire {S, D) de (b) . 

Remarque 2.14. Partant d'un systeme lineaire sur X qui est stable par M, on a 
la meme conclusion que dans la proposition 12.121 Dans la litterature classique, ce 
resultat est la cle pour la classification des sous-groupes "continus" du groupe de 
Cremona : voir [Coo) Book IV, chap. VIII], ECh, Libro quinto, §22]. Mais cela 
s'applique aussi aux groupes finis : si M est une sous-groupe fini d'automorphismes 
de X, I'image reciproque par I'application canonique X — s- X/M d'un systeme 
lineaire ample, par exemple, est irreductible et stable par M. Avec la methode 
des adjoints successifs, on montre que M stabilise un systeme lineaire irreductible 
dont les elements generaux sont de genre < 1 ; cette reduction est semblable a celle 
a laquelle on a fait allusion dans I'introduction et qui est issue de la theorie des 
contractions des rayons extremaux du cone NE{X) des courbes sur X (c.f. [KoMoi 
§2.18]). 

Soit : X ^ X une application birationnelle. Un point x £ X est un point 

fixe de (/5 si est definie en x et ip{x) = x : on notera Fix((^) I'adherence dans X 
de I'ensemble des points fixes par ip. 

On dit qu'une application rationnelle p : X ^ est une fibration ration- 

nelle (resp. elliptique) si la fibre generale de p est une courbe rationnelle (resp. 
elliptique) 

Le resultat suivant constitue la premiere etape de la preuve du theoreme de 
Castelnuovo. 

Corollaire 2.15. Soit M un groupe de transformations birationnelles de la surface 
X. Supposons qu'il existe une courbe irreductible C de genre > 1 telle que C C 
Fix(/i) pour tout /i G M . II existe alors une fibration rationnelle ou elliptique p : 
X telle que p o ^ = p pour tout /i G Af . 

Demonstration. Considerons un systeme lineaire Ti comme dans la proposition et 

I'application rationnelle a-H : X ^ Hy correspondante qui est equivariante. En 

utilisant Ic Icmme ci-dessous, on observe que au{C) engendre T-C puisque aucun 
element de Ti. ne peut contenir C qui est de genre > 1 par hypothese. Maintenant, 
comme C est fixe, le groupe M opere trivialement au but, d'oii I'assertion. □ 

Lemme 2.16. Soient TL un systeme lineaire irreductible sur X et C une courbe 
irreductible contenue dans le support d'un element de Ti. Alors le genre d'un element 
general de Ti. est > g{C). 
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Demonstration. Quitte a efFectuer des eclatements, on pent supposer que Ti. est 
sans points-base et que C est lisse ; en particulier un element general H de Ti. est 
aussi lisse. De la suite exacte 

^ OiC + Kx) ^ 0{H + Kx) 

il suit que dim \C + Kx\ < dim \H + Kx \ de plus, la restriction de ces deux 
systemes lineaires k C et H respectivement, definissent les series canoniques de ces 
deux courbes, d'oii I'assertion. □ 

Exemple 2.17. Considerons I'involution de Bertini (exemple 12. 4d ) dont la courbe 
C des points fixes est une nonique avec points triples situes sur un ensemble J de 
8 points en position generale. Ici le pinceau cherche est Adj(C)*^^) qui est constitue 
des cubiques passant par J. 

3. PREUVE DU THEOREME DE CASTELNUOVO 

Soit F une transformation birationnelle de qui n'est pas I'identite. Supposons 
que Fix(i^) contienne unc courbe C de genre > 1. On sait qu'il existe une fibration 

rationnelle ou elliptique p : ^ P^ telle que F op = p (corollaire l2.15|) . Soit 

cr : X —> P^ un morphisme birationnel tel que q : = po a est un morphisme ; posons 
G := a-^Fa. 

Si p est rationnelle, d'apres le theoreme de Noether-Enriques (^ |Beal Thm. III. 4]) 
il existe un ouvert [/ C P^ tel que 

q-\U) ^ t/ X pi 




d'ou suit que F est conjuguee a une transformation de de Jonquieres. Comme la 
courbe C n'est pas rationnelle et F id, on en deduit que la restriction de G a 
I'une des fibres generales de q fixe exactement deux points : il s'ensuit que q presente 
C comme revetement a deux feuilles de P^, et done que C est hyperelliptique. De 
plus, il existe a £ PGL(2, C(a;)) tel que F s'exprime dans des coordonnees affines 
convenables par 



ici A = (tty (x)) represente a. 

Si {y^ = h{x)) est I'equation affine de C, on verifie directement que Fa fixe C si 
oi ha2 



et seulement si A = 

02 fli 

Le lemme suivant acheve de demontrer le theoreme lorsque la fibration est ra- 
tionnelle. 

Lemme 3.1. Si a (ou Fa) est d'ordre fini et si Fa fixe une courbe de genre > 0, 
alors a (ou Fa) est une involution. 

Demonstration. On observe que la condition sur I'ensemble des points fixes de Fa 
implique que A n'est pas diagonalisable et done que le polynome minimal tua de 
A est irreductible dans C(a;)[T]. 
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Notons n I'ordre de a : il existe done g G C(a;) tel que A" = gl (I designs la 
matrice identite) et par suite on a (det A)" — g^ ■ 

Si n = 2(i est pair, alors g — pour un element / G C(a::). Maintenant tua 
divise T^"^ — 9 = T^'^ — : on a done mA — — oil ^ est une racine d}^^^^ de 
I'unite, e'est-a-dire que a est d'ordre 2. 

Si n est impair, g — pour un element / G €.{x). En efFet, choisissons deux 
entiers m et u tels que nw + 2i; = 1 ; on a alors 

5 = .9™(5'r = (5"(det AfT . 

Cette fois T" ~ g — T" — /" se decompose dans C(a;)[r] ce qui n'est pas possible 
puisque niA est irreductible et divise T" — g. □ 

Supposons maintenant que p, et done g, est elliptique. La restriction Gb de G 
a une fibre generale Xh de q est un automorphisme admettant au moins 2 points 
fixes : en effet, la courbe de points fixes C etant de genre > 1 n'est pas contenue 
dans une fibre de q et la restriction de g a C n'est pas birationnelle. Dans ces 
conditions, on salt que Gb est d'ordre fini egal a 2,3,4 ou 6 : voir [Hari Chap. IV, 
§4.7] ; il s'ensuit que G lui-meme est d'ordre 2, 3, 4 ou 6, ce qui permet de supposer, 
si c'est plus confortable, que G est un automophisme de X. 

L'existence de 2 points fixes dans Xi, exclut I'ordre 6 : d'apres [Har| Chap. IV, 
§4.20.2], si G est d'ordre 6, alors Xf, est isomorphe au quotient de C par T\u)\ oil 
uj — e^'^*/'^ et Gb est la multiplication par ^uj ou — lj^ qui n'a qu'un seul point fixe. 
On observe par contre que I'ordre 3 n'est pas exclu. 

Si I'ordre de G est 4, alors la fibre generale Xb est isomorphe au quotient de C 
par Z[i], oil i'^ = — 1, et Gfc est la multiplication par ±i qui possede exactement 2 
points fixes : voir jHari Chap. IV, §4.20.1]. Ainsi la courbe de points fixes G est 
hyperelliptique. On observe que G est aussi une courbe de points fixes de I'involution 
G^, qui est done de de Jonquieres, de sorte qu'on se trouve dans la situation etudiee 
dans rexemple l2.13b .) : il existe une fibration rationnelle r qui est laissee stable par 
G. Puisque g{G) > 1, la restriction de r a C est surjective et alors G o r = r 
ce qui ramene au cas etudie plus haut ; ccci montre que G est d'ordre 2 . Cette 
contradiction implique que I'ordre 4 n'est pas possible. 

Considcrons maintenant un groupe M de transformations de dont tons Ics 
elements fixent une meme courbe de genre > 1, comme dans le theoreme. On salt 
alors que M fixe une fibration rationnelle ou elliptique. Dans le premier cas M est 
conjugue a un sous-groupe du groupe de de Jonquieres. Dans le second cas, puisque 
en general le groupe des automorphismes d'une courbe elliptique fixant un point est 
cyclique d'ordre 2,4 ou 6, le groupe M lui-meme est cyclique; I'analyse precedente 
montre alors que seuls les ordres 2 et 3 sont possibles. Les precisions concernant 
la classe de conjugaison de M dans le groupe de Cremona de suivent alors de 
|BaBe| . \dFe\ ou pa] . 



4. Remarques finales 

Dans cette derniere section, nous demontrerons le resultat suivant, qui prouve 
que les theoremes 11.11 et 11.51 ne se generalisent pas aux courbes rationnelles ou 
elliptiques (de genre ou 1). 
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Proposition 4.1. Soit C une courbe plane qui est I'image d'une droite ou d'une 
cubique lisse par une transformation hirationnelle de . Le groupe des transforma- 
tions de Cremona qui fixent points par points la courbe C n'est ni d'ordre fini, ni 
abelien, ni conjugue a un sous-groupe de Jon(P^). 

Remarque 4.2. Ce groupe a ete introduit dans [Gizj sous le nom de "groupe d'inertie 
de C". 

Remarque 4.3. L'hypothese de I'enonce impose une restriction sur la courbe : en 
effet, il existe des courbes rationnelles planes qui ne sont pas Timage d'une droite par 
une transformation de Cremona, par exemple une sextique avec 10 points doubles 
(voir [Cooj . Book IV, chap. II, §2 ou |KuMu| ) ; de meme, une sextique avec 9 points 
doubles est une courbe de genre 1 qui n'est pas I'image d'une cubique lisse par une 
transformation de Cremona. Ceci pent etre verifie en observant que tout pinceau 
de courbes rationnelles planes intersecte une sextique avec uniquement des points 
doubles ordinaires en au minimum 4 points en dehors des points-base (voir le lemme 
ci-dessous). 

Lemme 4.4. Soit C une sextique plane qui n'a que des doubles ordinaires. Soit A 
un pinceau de courbes rationnelles planes. 

Alors, C intersecte une courbe generale de A en au minimum 4 points en dehors 
des points-base. 

Demonstration. Notons n le degre des courbes de A et mi, ...,mk les multiplicites 
des points-base (qui peuvent etre sur ou infiniment proches). La condition de 
rationalite et le fait que le systeme soit un pinceau donnent respectivement 



k 

{n — l){n — 2) ■r-^ mi{mi — 1) 



i=l 



= (2) 



k 

{n-\-l){n + 2) mi{mi + I) 

2 ^ 2 

i=l 



= 2. (3) 



En soutrayant I'equation ([2]) a I'equation ([3]), on obtient 



fc 



3n-^m, = 2. (4) 

i=l 

En notant Pi, les points doubles de C et respectivement ni, n; les mul- 
tiplicites du pinceau A en ces points (qui peuvent etre si les points ne sont pas des 
points-base), la courbe C intersecte une courbe generale de A en 6n — 2 X]'=i ~ 
2(3n — X]i=i '^j) points en dehors des points-base. Comme X]'=i — X]i=i ™«i 
resultat suit de I'equation □ 



Citons quelques exemples : 

Exemple 4.5. a) Soit G le groupe des transformations lineaires de P^ du type 

(x : y : z) 1-^ (ax : y + hx : z + ex), 

oil a, 6, c G C, a ^ 0. On voit directement que G fixe (points par points) la droite 
L de P^ d'equation a; = (en fait, tout automorphisme lineaire de P^ qui fixe 
L appartient a G) et que G n'est ni fini ni abelien. Comme G est un groupe de 



- SUR UN THEOREME DE CASTELNUOVO 



13 



transformations lineaires et comme ses seuls points fixes sont sur la droite L, les 
pinceaux de droites invariants par G sont constitues des droites passant par un 
point de L. En d'autres termes, G est un sous-groupe de Jonp(P^) si et seulement 
si p G L. 

b) Notons de plus H le groupe des transformations birationnelles du plan (ex- 
primees en coordonnees affines dans I'ouvert 2: 1) du type 



oil a{y)^ P(y) £ C{y) sont des fonctions rationnelles et /? ^ 0. On observe a nouveau 
que H fixe la droite L (d'equation affine x = 0) et que H n'est ni fini ni abclien. 
On voit que H laisse invariant le pinceau des droites de passant par le point 
(1:0:0) (d'equations affines y — a, a E C), mais qu'aucun des autres pinceaux de 
droites du plan n'est invariant par H . En d'autres termes, H est un sous-groupe de 
Jonp(P^) si et seulement si p est le point (1 : : 0) ^ L. 

c) II suit des observations precedentes que le groupe engendre par G et H fixe 
points par points la droite L ; qu'il n'est ni fini, ni abelien et qu'il n'est pas un 
sous-groupe de Jonp(P^), quel que soit le point p G P^. On pent egalement observer 
que I'interseetion des groupes G ct H est triviale. 

Exemple 4.6. Soit C une courbe cubique plane lisse. Pour tout point p de C ] notons 
(Tp I'involution de centre p qui fixe C definie comme suit : si D est une droite gcncrale 
passant par p, on a crp{D) — D et la restriction de ap h D est I'involution de points 



Si p et p' sont deux points distincts en position generale de C, remarquons que 
le groupe engendre par ap et a pi est un groupe infini non abelien. En effet, les 
restrictions de Op et Upi a la droite passant par p et p' sont deux involutions avec 
un unique point fixe en commim et leur restriction a cette droite engendre un tel 
groupe. 

Prouvons maintenant, grace a ces deux exemples, la proposition 14.11 A I'aide 
d'une transformation de Cremona, on se ramene au cas 011 C est une droite ou 
une cubique lisse. Notons Mc le groupe des transformations de Cremona qui fixent 
points par points la courbe G . Les exemples 14.51 et 14.61 montrent que Mc n'est ni 
fini ni abelien. 

Supposons maintenant que Mc est conjugue a un sous-groupe de Jon(P^), ce qui 
implique que Mc laisse invariant un pinceau de courbes rationnelles A. On note 
Base(A) I'ensemble des points-base de ce pinceau. De meme qu'a la section [3l on 
observe que G est rationnelle : sinon elle coupe une courbe generale de A en au 
moins 2 points en dehors de Base(A) ; comme le groupe des automorphismes de P^ 
qui fixent 2 points est abelien, cette situation ne se presente pas. On suppose alors 
que G est la droite d'equation a; = 0. 

On observe que le groupe G des transformations lineaires qui fixent C (voir 
exemple 14. 5p opere dans Base (A) ; puisque les points de C sont les seules orbites 
finics de G, les points-base de A appartienncnt a G 011 lui sont infinimcnt proches. 

Pour tons /i, G C, non tons deux nuls, I'application rationnelle 

^i^iM ■■ {x : y : z) --^ {-x{^y + vz) : y{x + fiy + vz) : z{x + fiy + vz)) 

est une involution quadratique qui fixe points par points la droite G . Son systeme 
lineaire associe $ est I'ensemble des coniques de P^ passant par les points (1 : : 0) 




fixes {Dr\G)\{p}. 
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et (0 : : — /i) ct qui sont tangentes en ce dernier point a la droite d'equation 

X + + vz = 0. 

En choissisant fi et ly de telle sorte que le point {0 : v : —fj.) ne soit pas un 
point-base de A, Tintersection de A et $ en dehors des points-base est 2n, oii n est 
le degre des courbes de A. L'involution 1^9^ envoie done les courbes de A sur des 
courbes de degre 2n, ce qui prouve que A n'est pas invariant par (pp,.i, et done que 
Mc n'est pas birationnellement conjugue a un sous-groupe de Jon(P^). 
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